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2 ΩW  Соболев кеңістігі жəне оның эквивалентті нормалары 

Анықтама )(0 Ω∞C функциялар жиынын )(1
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функциялар жиынын )(1
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Айталық, nR⊂Ω  шенелген облыс болсын. Норма енгізсек, )(1
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эквивалентті норма аламыз. 
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функциялар жиынын )(1
2 ΩW  нормасымен тұйықтаудағы  ”нөлдік шекаралық шарттарды” ( )(xu )(2 ΩL -дегі 

”орташа”) білдіреді. 
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Айталық, nR⊂Ω  шенелген облыс болсын. Норма енгізсек, )(1
2 ΩW  кеңістігінің нормасына эквивалентті 

норма аламыз. 
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дəлелдейміз. 
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мұнда )(),( 1 ΩΩ CC  тұрақтылары )(xu  функциясынын тəуелді емес, ал Ω  облысының өлшеміне тəуелді. 

Дəлелдеуі (1) теңсіздікті )()( 0 Ω∈ ∞Cxu  функциясына көрсетсек жеткілікті, себебі оны тұйықтау 

арқылы )()(
0

1
2 Ω∈∀ Wxu  функциясы үшін дəлелденеді. Айталық, )(xu  фукциясы )(

0
1
2 ΩW  кеңістігіндегі 

қандай да бір элементі болсын. Оны )(0 Ω∞C  кеңістігінен { } ( )K,2,1,)( =kxkυ  функциялар тізбегіне )(1
2 ΩW  

нормасында аппроксимациялаймыз. (1) теңсіздік )(xkυ  функциясы үшін орындалсын: 

( ) dx
x

Cdx
n

i i

k
k

2

1

2 )( ∫∑∫
Ω =Ω












∂
∂

Ω≤
υ

υ
      

(2) 
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Теорема дəлелденді. 
 

Орта функциялар жəне оның қасиеттері. Олардың шексіз дифференциалдануы. 
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 Анықтама. Айталық, ∞<≤Ω∈ pLp 1   ),(ϕ  болсын. ϕ  функциясын Ω -дан тысқары нөлмен 
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теорема дəлелденді. 
Ескерту. Фридрихс теңсіздігі «ақырлы қалыңдықтар» облысында, яғни, бір бағыт бойынша 

шектелген облыстар үшін орындалады. iOξ  бағыты Ω  облысы проекциясының минималь диаметрі осы 

облыстың «қалыңдығы» деп аталады. 
Шынында, Ω −ξO ге проекциясы шектелген жəне қалыңдығы −d ға тең болатын ξO  бағыты бар 
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мұндағы 2C  тек n -ге тəуелді. 
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бұған эквивалент норманы қарастырсақта болады: 
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жазады. 

)(ΩpL -дағы функцияларды тегіс функциялармен апроксимациялауды қандай əдіспен алуға 

болатынын көрсетейік. Бұл мақсаттың астарында «орта функциялар»деп аталатын ұғым жатыр. Олар pL   

функцияларын тегістеу əдісін береді. 
  



Орта функциялар жəне олардың қасиеттері: шексіз дифференциалдану, pL  нормасында 

жинақтылығы, дифференциалдау жəне орталау операцияларының алмастыруы. 
Орталау ядросы жəн оның қасиеттері. 

pL -да функцияларды орталауды (тегістеу) анықтау үшін, орталау ядросы ұғымын енгіземіз. Ол үшін 
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3). Бұл қасиет келесі түрле дəлелденеді: .       . dyhdxy
h
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1=n  болғанда )(xhω  функциясының графигі 

Анықтама Орта функциялар. 
∞<≤Ω∈ pL p 1   ),(ϕ  болсын. ϕ  функциясын Ω -дан тысқары нөлмен жалғастырамыз. 

Функцияларды жалғастыру үшін бұрынғы белгілеуді қалдырамыз. 
)(xϕ  үшін )(xhω  орталау ядросы ретінде анықталатын )(xhϕ  орталау функциясын айтамыз, мына 

формуламен жазылады: 

∫∫ −=−=∗=
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)()()()()(
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R

hhh
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n

dyyyxdyyyxx ϕωϕωωϕϕ   (3) 

)(xBh -радиусы h, центрі x нүктесі болған шар. 

Мысал келтірейік. Айталық, 1=n  жəне үзілісті функцияны қарастырайық: 
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Бұл функция үшін (3)-формула бойынша орталауды (тегістеуді) анықтайық. 

Тегіс )(xhϕ  үшін 

1). hxxh +≥= 1||     ,0)(ϕ ; бұл жағдайда ∅=∩ )()( psup xBx hhϕ  

2). hxxh −≤= 1||     ,1)(ϕ ; онда )()()( psup 1 xBxBx hhh −=∩ϕ  
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Орта функциялардың қасиеттері. 
1). Егер hxdist ≥Ω∂ ),(  болса, онда (3)-формуладағы интегралдық функция )(xBh  шардың сыртында 

нөлге тең, яғни 0)( =xhϕ . Бірақ, егер )()( Ω∈ Cxϕ  болса, 0)( =xϕ  Ω∂ -да, атап айтқанда Ω∂ -да 0)( ≠xhϕ  

болады: )(xϕ  функциясында шекаралық нөлдік  мəндері оны орталағанда бекіп қалмайды. 

2). nR  кеңістігінде )(xhϕ  үзіліссіз жəне кез келген ретті туындысы да үзіліссіз, яғни  

)()( n
h RCx ∞∈ϕ . 

)(xhϕ  функциясының үзіліссіздігін дəлелдейік. nixxxxxx nii ,...,1   ,,...,,...,1 =∀∆+=∆+  болсын. 

Гельдер теңсіздігін жəне орталау ядросының бірқалыпты үзіліссіздігінен 
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Дəл осылайша )(xhϕ  функциясы үзіліссіз. Туындының үзіліссіздігі осыған ұқсас дəлелденеді  жəне 

орта функциялардың туындысы (3)-формуладағы орталау ядросын дифференциалдауды есептелінеді. 

3). )(ΩpL  нормасында 0→h  )(xhϕ
 

)(xϕ -ке жинақталады, яғни, ∞<≤Ω∈ pL p 1   ),(ϕ . 

  ,0|||| )( →− ΩpLh ϕϕ 0 →h , )(Ω∈∀ pLϕ  

жəне  0>h  болғанда 

)()( |||||||| ΩΩ ≤
pp LLh ϕϕ

     
(4) 

Алдымен (4)-теңсіздікті дəлелдейік. )(xhϕ   орта функциясын келесі түрде жазайық: 
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Алынған  теңсіздіктің екі жағында p дəрежеге шығарып, Ω  облысында интегралдаймыз. Бұдан 

∫ ∫
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)(xhω  ядросы )(xBh -тан тысқарыда нөлге тең, ал, Ω - ның сыртында 0=ϕ . Онда облыстың ішкі 

интегралында )(xBh -ты Ω -ға алмастырып жəне интегралдау ретін өзгертеміз. Фубини теоремасын 

қолданып, мына формуланы аламыз: 

.||||||||       ||||)(|)(|||)(|| )()()()( ΩΩΩ
Ω Ω

Ω ≤⇒=−≤ ∫ ∫ pppp LLn
p
Lh

pp
Ln dxyxdyyx ϕϕϕωϕϕ  

1=p  болғанда, (4)-бағалау Гельдер теңсіздігінсіз алынады. 

)(ΩpL -да 0→h  болғанда )(xhϕ -тің )(xϕ -ке жинақтылығы )(ΩpL -дағы орташа үзіліссіздік 

бойынша дəлелденеді, яғни, 
0)(||)()(||sup )(
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Ω hhxzxxx
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4). Келесі теорема орынды. 
Теорема (Жалпылама туынды мен орталау операцияларының алмастырымдылығы). 

Егер )(xϕ  функциясы  ϕαD түрде жалпылама туындысы бар болса, онда орта функциядан алынғын 

туынды орта функцияның жалпылама туындысына тең болады: 

,,...,   ,)]([)( 1 nhn xDxD αααϕϕ αα == (7) 

.),(  : hxdistx >Ω∂Ω∈∀  

Яғни, кез келген Ω⊂Ω '
ішкі облысында орталау жəне дифференциалдау операциялары 

ауыстырымдылы, бұдан (7)-нің сол жағындығы туынды классикалық мағынаға ие болады. 
Дəлелдеу. 
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dyyyxDxDdyyyxx hnhh )()()(     )()()( ϕωϕϕωϕ αα  

hhy DdyyxyD ][)()()1()1( || ϕωϕ αααα =−−−= ∫
Ω

 

Ω -да hxdist >Ω∂ ),(  үшін, )( yxh −ω  функциясы туындыларымен қоса финиттік, Ω∂ -да интегралдар 

жоқ болады. Теорема дəлелденді. 
  



)(

0
1
2 ΩW  жəне )(1

2 ΩW   Соболев кеңістігі функцияларының шекаралық қасиеттері. 

Бөліктеп интегралдау формуласы. 

)(1
2

0

ΩW  жəне )(1
2 ΩW  кеңістіктерін енгіземіз. Əдетте, бұл кеңістіктерде екінші ретті эллиптикалық 

теңдеулер,дербес жағдайда Лаплас, Пуассон теңдеулері үшін шекаралық есептер шығарылады. 

Бұл жерде жалпылама шешімді  қандай мағынада түсінуіміз керек? Басқаша айтқанда, )()( 1
2 xWxu ∈

1−n  өлшемді кеңістік элементтерінің ізін анықтауымыз қажет. Алдымен, nR  гипержазықтығында 

шекаралық көпбейнелік болатын, одан соң nR  кеңістігінде 1−n  өлшемді тегіс көпбейнелік туындысы 
болатын жағдайларды қарастырайық. 

Теорема 1 Ω  кеңістігі }0  ,),...,( :{ 1
11

' >∈=∈= −
−+ n

n
n

nn xRxxxRxR  ішкі кеңістігі болсын. 

Онда кез келген  )()( 1
2

0

Ω∈Wxu  функциясы келесі қасиеттерге ие: 

)(xu  функциясы барлық дерлік nR+  кеңістігінде ),...,( 11
'

−= nxxx  бойынша )()( 1
2

' −∈ nRLxu  

квадратында интегралданатын ),...,( 1
'

nxxu  функциясымен беттеседі. Барлық 0>nx  үшін, келесі бағалау 

орынды: 
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Ескерту 1 −)(  ),( ' xuxu функцияларының айырмашылығы, нөл өлшемді жиында )(1
2

0

ΩW  (жəне 

)(1
2 ΩW ) кеңістігінің элементтері ретінде беттеседі. Мұндай функциялар эквивалентті деп аталады. 

Бұдан ары оларды )(xu  арқылы белгілейміз. 

Ескерту2.(1)-формуладан: 

∫
−

→
1
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0|),(| '2''

n

x
R

n dxxxu 0→nx     (2) 

яғни, 0→nx  жағдайда ),( ''
nxxu  функциясы орта квадратта нөлге ұмтылады. 

(1)-теоремадан кез келген )()( 1
2

0

Ω∈Wxu  функциясы  )(2 ΓL  элементі ретінде, }{ constxn ==Γ  

гипер жазықтығында ізі бар болады. Бұл функцияның ізі  )(2 ΓL  кеңістігі нормасында ],0[ δ∈nx   үздіксіз 

тəуелді 

0||),(||sup )(
''

],0[
2

→Γ
∈

Ln
x

xxu
n δ

0→nx . 

Теорема 1 Қарапайым түрде 2=n  болған жағдайын қарастырайық. Айталық, 021 ),( Cxxv ∈  болсын, 

онда Ньютон-Лейбниц формуласы бойынша 
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02 >∀x , Коши-Буняковский теңсіздігін пайдалансақ 
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Екі жағында 1x  бойынша интегралдасақ, 
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 (3) 

)(),( 1
2

0

21 Ω∈Wxxu  болсын жəне )2(1
2 +RW  нормасында ),(),( 2121 xxuxxvn →  жинақталатын 

)(),( 2
021 +
∞∈ RCxxvn  тізбегі бар болады. (3)-формулаға nm vvv −=  қойып, мынаны аламыз: 

.0  ,,    ,0||||),(),( 2
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)(21
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2121 21
2

>∀∞→→−≤−
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∞−

xnmvvxdxxxvxxv
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(4) 

Демек, )( 12 +∞<<−∞ xL  кеңістігінде кез келген бекітілген 02 >x  үшін, ),( 21 xxvn  функциясы 

фундаменталь тізбек құрайды. 2L -нің толықтығынан )(),( 1221
' +∞<<−∞∈ xLxxu  функциясы табылады, 

мына шартты қанағаттандыратын: 
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xndxxxvxxu n  

),( 21
' xxu  функциясы барлық дерлік 2

+R -те ),( 21 xxu  функциясымен беттесетінін дəлелдейік. (4)-

формуладан ∞→m  шекке көшеміз. )2(1
2 +RW  кеңістікте )(}{ xuvm →  болады, онда 

.||||),(),( 2
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(5)-ті 2x  бойынша 0-ден A -ға дейін интегралдаймыз, мұнда ∞<<∀ AA 0  :  
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)2(1
2 +RW  нормасында uvn →}{ ∞→n   болса, онда )2(2 +RL  кеңістікте ),( 21 xxvn  тізбек ),( 21 xxu -ке 

жинақталады, демек, )0  ,( 212 AxxL <<+∞<<−∞  де жинақталады. Бұл жерден жəне (6)-формуладан, 

барлық дерлік  )0  ,( 21 Axx <<+∞<<−∞  жолағында ),(),( 2121
' xxuxxu =  келіп шығады, демек, бұл 2

+R  

үшін де орындалады. Бұдан, ),( 21 xxu  функциясы )(),( 1
2

0

21
' Ω∈Wxxu  функциясымен осы кеңістіктің 

элементі ретінде беттеседі. (3)-теңміздікте )(xv  функциясының орнына )(xvn  қоямыз, 
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егер ∞→n  болғанда шекке көшсек (1)-теңсіздікті аламыз. 

Енді, шекарасы Ω∂  
1C  регуляр классында(яғни, 1C  кеңістігінде жататын, шекарада локаль 

координата беретін функция) шектелген nR⊂Ω  облысын қарастырайық. 
Мынадай функциялар берілсін: 
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02 >y  жарты жазықтығы жəне tya ≤≤ 1  кесіндісі бойында 1Oy  осімен жанаса орналасқан, Ω -ны 

),( 21
2

1 yyR⊂Ω  облысына өзара бірмəнді үздіксіз бейнелеуді жүзеге асыру қажет.  )0,(   ),0,( bBaA ϕϕ ==  

болсын, )(xy ψ=  бейнелеуі болған жағдайда Ω∂⊂BA
(

 шекара бөлігі  1],[ Ω∂⊂ba  кесіндісіне көшеді. 

Ω -дан тысқары нөлмен жалғастыруға болатын )()( 0 Ω∈ ∞Cxv  функциясын қарастырайық. 

Жалғастыратын функцияны тағы )(xv  арқылы белгілейміз. )()( 2
0 RCxv ∞∈  болатыны айқын. 



Сол сияқты Ω -дан тысқары нөлмен жалғастыруға болатын )()( 1
2

0

Ω∈Wxu  функциясын 

қарастырайық.  Бұл жалғастыруды да )(xu  арқылы белгілейміз. Бұдан мынаны аламыз: егер )(1
2

0

ΩW  

кеңістігінде ∞→n  болғанда )()( xuxvn →  болса, онда )( 2

0

1
2

RW -де жалжалғастырудан соң uxvn →)(  

болдаы. ),( εεε BA
(

=Γ  арқылы )(xy ψ= : 1Ω→Ω  бейнелеуі,  Ω -да 12 }{ Ω∩= εy  кесіндісінің түпбейнесін 

белгілейміз. Бұл жерден: 

Теорема 2 1) )()( 1
2

0

Ω∈Wxu ; 

2) Якоби матрицасының элементтерін 
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1Ω -де узіліссіз жəне барлық 1Ω -де, бұл матрицаның анықтауышы нөлге тең емес, яғни, εψ →x  :  

түрлендіруі өзгешеленбеген. Онда барлық дерлік Ω -да )(xu  функциясы )(2 εΓL  кеңістігіне тиісті болған, 

10  : εεε <<∀ , сондай )(' xu  функциясымен беттеседі. Бұл жерде 

∫
Γ

→→Γ
ε

εε 0     ,0|),(| 2
21

' dxxu

    

(6) 

Егер(6)-формула орындалса, онда )(' xu орта функциясы BA
(

 доғасында нөлге айналады. 

Дəлелдеу. )()()( 1
0

2,1
0 Ω=Ω∈ HWxu  жəне )()( 0 Ω∈ ∞Cxvn  мен )()( 10 Ω∈ ∞Cxvn  болсын, )( 2

0

1
2

RW -да 

)()( xuxv
nn  → ∞→

, одан соң  оны Ω  -дан тысқары нөлмен жалғастырамыз жəне мынаны аламыз: 
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RW -де )()( xuxv
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),,(   )),,((),(~
21221121 yyyyvyyv nn ϕϕ=  
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21221121 yyyyuyyu ϕϕ=  

Онда үзіліссіз бейнелеуден ( )1

0
1
2 ΩW -де: 

( ) ( )2121
~~ yyuyyvn →  

Шынында да, егер тізбек ( )Ω2L -де ( ) ( )xuxvn →  болса, онда ( )12 ΩL -де 

( ) ( )yuyvn
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∫∫∫
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0→n  болған жағдайда. 
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+R  жарты жазықтығында )(~ yvn  жəне )(~ yu  функцияларын 1Ω  тысқары нөлмен жалғастырамыз. 

Онда теорема 1 бойынша )(~ yu функциясы )(~ yu ′  функциясымен барлық дерлік 2
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беттесетіні айқын, сонымен  
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Cонымен біз )()(
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Ω∈Wxu  орта функциясын Ω∂ нөлге айналдыратынын дəлелдедік, яғни  

∫
Γ

→Γ′
ε

ε ,0|)(| 21 dxxu ε 0→  

Ω∂  шекарасының бөлігін kk

m

k
BA

(

1=
∪=Ω∂  түрде алуға болады. n- өлшемді жағдай үшін де осы келтірілген 

дəлелдеу орынды. )(1
2 ΩW  кеңістігі үшін келесі теорема орынды: 

Теорема 3 Ω∂  бөлікті-тегіс кеңістік, онда ( )Ω∂2L -ның элеметтері ретінде Ω∂ -да )()( 1
2 Ω∈Wxu  

элементтері үшін іздер анықталады. 
Теорема 3 Соболев кеңістігіндегі енгізу теоремаларының қарапайымдарының бірі жəне оны келесі 

түрде өрнектеуге болады: 

Егер Ω∂ -бөлікті-тегіс шекара, онда ( )Ω∂2L -да )(1
2 ΩW   шектеледі, онда мына бағалауды аламыз: 
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Теорема 2 бойынша ( )(
1

2

0

ΩW  кеңістігінде қарастыратын болсақ), Ω  облысының Ω∂  шекарасында 

тегістік шартын алмасақта болатынын байқаймыз. Бұл деген  кез келген  )()(
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Ω∈Wxu  функциясын Ω -

дан тысқары, )(
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BW  элементі ретінде   нөлмен жалғастыруға болады. Мұнда B Ω -мен тұйықтауы. 

Соболев енгізу теоремасының мəнісі кеңістіктерді арнаулы ретпен құрудан тұрады, яғни бір кеңістік 
бүтіндей басқа кеңістікке еніп кететіндей етеді, бұл енгізу əртүрлі кеңістіктердің элементтерін 
қарастырғанда біреуінің не сол функцияның өзінің нормаларының арасындағы теңсіздіктермен алып жүреді. 

Бөліктеп интегралдау формуласы. 2-3-теоремалардан, )()( 1
2 Ω∈Wxu  элементтері үшін мына 

бөліктеп интегралдау формуласы орынды: 
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→
n - сыртқы бірлік нормал  Ω∂ -да, Ω -ға қатысты. (9)-формула )()(),( 0 Ω∈ ∞Cxvxu  функциялары жəне 

Ω∂  тегіс беттері үшін анализден белгілі. 3 теоремадан  )(1
2 ΩW  элементтерінің ізі қасиетінен,  ni ,...,2,1=∀  

болғанда  )()(),( 1
2 Ω∈Wxvxu  функциялары үшін, егер Ω∂ -тегіс бет болса, (9)-формула сақталады. Бұны 

тексеру үшін, }{},{ nn vu тегіс элементтерімен )(xu  жəне )(xv аппроксимациялау қажет, (9)-формуланы  

жазамыз. Бұдан соң шекке көшеміз. 

(2)-теореманың көмегімен )()(),( 1
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Ω∈Wxvxu  элементтері үшін (9)-формула қарапайым түрге 

келеді: 
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